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4 Théoréme 1
| Une suite d’entiers (u,) converge si et seulement si elle est constante d partir d’un certain rang.

Démonstration
Dans un premier temps, démontrons que :

st une suite d’entiers converge, alors elle est constante a partir d’un certain rang.

Soit (u,) une suite d’entiers relatifs convergente vers ¢ € Z a partir du rang no.
Comme (u,) converge vers ¢, pour tout intervalle I de la forme |{ —e; ¢+ [ (¢ € R*), il existe un
rang N a partir duquel u,, € L.
De ce fait, si on choisit € < 1, le seul entier appartenant a 'intervalle I est la limite ¢.
Or, pour tout n, u, € Z, donc pour n > N, u,, =/,
autrement dit, (u,) est constante.

Dans un second temps, démontrons que :
si une suite d’entiers relatifs est constante d partir d’un certain rang, alors elle converge.

Soit (u,,) une suite constante a partir d'un rang ng telle que n > ny = u,, = £.
Par conséquent, a partir de ng, u, appartient a tout intervalle de la forme |¢ — ;¢ +¢[ (¢ € R*).
Autrement dit, (u,) converge vers /.

Finalement, on a :

(uy,) une suite d’entiers relatifs convergente <= (u,,) constante a partir d'un certain rang. |

gThéOI‘éme 2 Une condition pour qu’un réel soit irrationnel
Soit x un réel.
S’il existe deux suites d’entiers relatifs (ay) et (b,) telles que :

lim a,xr —0b,=0 (H1)
n——+00
vn €N, a,x —b, #0 (H2)

alors x est un nombre irrationnel.

Démonstration
Soit x un réel pouvant s’écrire sous la forme 2 (p et ¢ entiers relatifs premiers entre eux) et vérifiant

a,) et (b,) d’entiers relatifs telles que :

ISYS]

—~

la condition (H1). Il existe donc deux suites

lima,z — b, =0
+oo
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On peut donc tenir le raisonnement suivant :
lima,xr —b, =0
+00

lim ang —b, =

+o0 q
nt bn
lim &P — 4% _
+oo q

or, comme ¢ est un entier non nul, on peut écrire :
lima,p — gb, =0
“+o0o

On sait par ailleurs que pour tout n, a, et b,, de méme que p et ¢, sont des entiers relatifs. Donc
pour tout n, le nombre a,p — qb,, est un entier relatif.

Or, selon le théoreme 1 page précédente, toute suite d’entiers relatifs convergente est constante a
partir d’un certain rang. De ce fait, a partir d’un certain rang, a,p — qb,, est constant et comme cette
suite converge vers 0, a partir d’un certain rang, on a :

nt bn

anp = gbn _
q

@ng—bn:()
q

a,x — b, =0

Ceci contredit la condition (H2), donc le nombre = ne peut pas s’écrire sous la forme %, c’est donc

un irrationnel. [ |
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< Application <&

On admet que le nombre e est la limite lorsque n tend vers +oo de la suite (S,,) définie par :

k=n
1 1 1 1
Sp=>» —=1 —
D TR TR
a) Je montre que e — S,, > 0 pour tout n.
Pour cela, je montre d’abord que (S,,) est croissante sur N.
1 1 1 1 1 1 1
o s (il i1 S (R
+ <+1!+2!+ +n!+(n+1)!> HETRC TR
B 1
 (n+1)!
or n € N, donc :
Sn+1 — Sn >0
Dong, (S,,) est strictement croissante sur N.
Or, lim S,, = e, donc pour tout n :
S, <e <= S,—e<0 (1)
b) Je prouve que :
e
-5, < 2
Je considere la différence :
1 1 1 1

e—S, =

R TR R ) A e TR Foray sy

ol t est un entier naturel. En effet, cette différence correspond a « ce qu’il manque a S, pour
atteindre e », il s’agit donc du reste de la somme infinie qui définit e. De cette maniere, j'obtiens :

1 1 1 1
(- Dbx(e=8n) =t Do it G T mran T Y i
1 1 1
I Ry L o s L O s DU (g s

D’autre part, je sais que e = lim S,, donc :
o

R 1 1
e=ltqtog gttty

Je remarque également que, comme n > 0, jai:n+2>2 > 1, dou

n+ 2
+3
+4

\VAR\VAR\V]

1
2
3

n+l1+t>t
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par produit membre a membre :
m+2)n+3)(n+4)---(n+14+t)>21x2x3x---xt

et comme x — % est décroissante sur R :

1 1
<
n+2)(n+3)(n+4)---(n+1+t) 1x2x3x---xt

De ce fait, pour ¢ allant de 1 a une valeur arbitrairement grande :

11
(n+2)
1
(n+2)(n+3)
1

(n+2)(n+3)(n+4)

1
1
1
2!
1
3

<
~

!

1 .<1
(n+2)n+3)---(n+1+t) ¢

Et en sommant membre a membre, j'obtiens :

1 1 1 11 1
m+2)  mr2m<3) T 13 it S0 AT
14—+ ! ot ! Cl4tgtqyd

(n+2)  (n+2)(n+3) (n+2)(n+3)--(n+1+t) 2! !

Je remarque que le membre de gauche représente (n+1)!'x (e—S,,) et que celui de droite représente
e:
m+1)!x(e—S,) <e

et comme (n+1)! > 0,¥Yn € N :

c¢) Selon les relations (1) et (2), on peut dire que :

0<e—S, <

(n+1)!

0<nle—n!S, <n!x

(n+1)!

0<nle—n!lS, <
n+1

Dans ce cas, on a :
e

0< —b, <
n® S n+1

avec
a, = n!l €Z
b, = n!S, € Z
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Le nombre a,, étant le produit d’entiers, il est lui-méme entier.
Pour le nombre b,, on a :

b, =n!S,
nl nl  nl n!
:n!+ﬁ+§+§+"'+m
VMR <3 x - xn  WHRYKB X xn
b, =n!+n! + + +--- 41

ull Ll la

De ce fait, b,, est la somme de produits d’entiers, donc b,, est un entier.
Les suites (a,) et (b,) sont toutes deux des suites d’entiers relatifs.

d) Je peux ainsi montrer que e est un irrationnel. Pour cela, je cherche la limite de la suite nle—n!S,,

sachant que :
e

0<nle—n!S, <
n+1

limn+1=+c0
“+oo

lim =0
foon+1
lim =0
+oon 41

Par encadrement de la suite n!e — n!S,,, je peux affirmer que :

limnle—n!S, =0
—+00

Par ailleurs, pour tout n, nle — n!S,, > 0, donc pour tout n, nle —n!S,, # 0.
Le nombre e remplit bien les conditions (H1) et (H2), donc ¢’est un irrationnel.
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